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RESUMEN
Sucesiones Dobles sobre el Cuerpo K = R ◦ C
y sus Aplicaciones
Lidizeth Kiara Alejandro Moreno
Asesor : Mg. William Ce´sar Olano Diaz
TI´TULO OBTENIDO : Licenciada en Matema´tica
En este trabajo investigamos la construccio´n y propiedades de las suce-
siones dobles en el campo de los nu´meros reales R o sobre el campo de los
nu´meros complejos C. Nuestra investigacio´n considera en la teor´ıa de suce-
siones dobles, las relaciones existentes entre la unicidad del l´ımite doble, los
l´ımites iterados y el intercambio del orden para la sucesio´n doble. Investi-
gamos el Criterio de Cauchy para sucesiones dobles, las subsucesiones y los
l´ımites dobles mono´tonas y acotadas. Las sucesiones dobles se aplican a los
l´ımites inversos y continuos enrejados.
PALABRAS CLAVES : Sucesiones dobles. Criterio de Cauchy y unicidad
del l´ımite para sucesiones dobles. Sucesiones do-
bles acotadas y sucesiones dobles mono´tonas. L´ı-
mites inversos . Continuos enrejados.
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ABSTRACT
Double Sequences in K = R ◦ C and its
Applications
Lidizeth Kiara Alejandro Moreno
Assesor : Mg. William Ce´sar Olano Dı´az
Degree qualification : Licenciada en Matema´tica
In this work we study the construction and properties of double sequences
in the field of real numbers R and in the field of complex numbers C. Our
investigation considers in the theory of double sequences, the relations exis-
ting between the uniquences of the limit of the double sequences, the limits
and the exchange of order of these. We also study the criterium of Cauchy
for double sequences, the subsequences, the monotonous double limits and
double bounded sequences.
KEYWORDS : Double sequences. Cauchy criterion and unisequences of the
limit for double sequences, double bounded and monotone
sequences. Inverse limits. Continuous trellises.
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Introduccio´n
En el presente trabajo de tesis investigamos el estudio de las sucesiones
dobles tomadas como una extensio´n de las sucesiones simples sobre el campo
de los nu´meros reales R o sobre el campo de los nu´meros complejos C.
Las sucesiones dobles pueden construirse mediante dos me´todos : el geome´tri-
co y el algebra´ıco. El primero a partir de una disposicio´n cuasimatricial de
filas y columnas que permite la ubicacio´n del elemento de la sucesio´n doble
correspondiente a la n-e´sima fila y m-e´sima columna y que es denotado por
Xn,m o (Xn, Ym). El me´todo algebra´ıco presenta una sucesio´n doble sobre R
o C como una funcio´n con dominio N× N y contradominio R o C.
Los resultados obtenidos para sucesiones simples constituyen una teor´ıa
que gran parte de ella puede desplazarse a las sucesiones dobles, tales como
los conceptos de convergencia, oscilacio´n, subsucesiones, unicidad y existen-
cia del l´ımite y el Criterio de Cauchy. Sin embargo existen resultados para
sucesiones simples que no se verifican en las sucesiones dobles. Tal es el caso
del concepto de punto cumbre o pico, usado para probar el Teorema de Bol-
zano - Weierstrass.
Para sucesiones dobles, es necesario un ana´lisis diferenciado. Lo desarrolla-
mos en la parte de subsucesiones.
Una seccio´n interesante es la que se refiere a los l´ımites iterados. Se pre-
sentan dos situaciones, la primera es cuando los l´ımites iterados existen y la
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segunda es bajo que condiciones se pueden intercambiar los l´ımites iterados.
Estudiamos las propiedades de las sucesiones dobles iteradas, el a´lgebra
de las sucesiones dobles y las sucesiones de Cauchy.
La distribucio´n del trabajo es de la siguiente manera.
En el cap´ıtulo I desarrollamos la construccio´n algebraica y geome´trica de las
sucesiones dobles. El criterio de unicidad de los l´ımites de sucesiones dobles.
Sucesiones dobles acotadas. Las sucesiones de Cauchy, los l´ımites iterados y
el a´lgebra de l´ımites para sucesiones dobles. En el cap´ıtulo II estudiamos las
propiedades del l´ımite de una sucesio´n doble, las propiedades de las sucesio-
nes dobles mono´tonas y luego abordamos las principales propiedades de las
subsucesiones dobles. En el cap´ıtulo III veremos algunas aplicaciones de las
sucesiones dobles.
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Cap´ıtulo 1
Preliminares
Una sucesio´n doble es una extensio´n de una sucesio´n simple sobre el
campo de los nu´meros reales R o sobre el campo de los nu´meros complejos
C.
Toda sucesio´n doble puede construirse mediante los siguientes me´todos:
1. Me´todo geome´trico , y
2. Me´todo axioma´tico.
1.1. El Me´todo Geome´trico
El me´todo geome´trico consiste en la disposicio´n rectangular siguiente :
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Figura.1
1. Un sub´ındice de la sucesio´n doble corresponde al punto de interseccio´n
de la n- e´sima fila en la m- e´sima columna. Este punto lo escribiremos
simbo´licamente como un par, donde la primera componente es la n-
e´sima fila y la segunda componente la m- e´sima columna, esto es, el
par ordenado (n,m) representara´ el sub´ındice de la n- e´sima ym- e´sima
elemento de la sucesio´n doble, que lo escribiremos como
Xn,m
2. Los sub´ındices obtenidos verifican la ecuacio´n
(n,m)− 1 = p
donde p es el punto que corresponde a la interseccio´n de la n- e´sima
fila con la m- e´sima columna en la siguiente disposicio´n.
4
Figura.2
3. Por ejemplo, el sub´ındice del elemento de la sucesio´n doble correspon-
diente a la tercera fila y la cuarta columna sera´ el par (3, 4) y verifica
que
(3 + 4)− 1 = 6
que es el punto correspondiente a la interseccio´n de la tercera fila con
la cuarta columna en la Figura.2
El elemento correspondiente en la sucesio´n doble sera´
a3,4
4. En general el sub´ındice del elemento de la sucesio´n doble correspon-
diente a la n-fila y m- columna se escribira´ como
an,m ,
5
y la sucesio´n doble correspondiente sera´
(an,m)
∞
n,m=1,
5. La doble sucesio´n as´ı obtenida tambie´n podra´ denotarse por
(an,m)
∞
n,m=1 = (Xn, Ym)
∞
n,m=1.
1.2. Me´todo Algebraico
Este me´todo de construccio´n de sucesiones dobles difiere del me´todo
geome´trico en cuanto se refiere a su metodolog´ıa, pero coincide hacia el mis-
mo fin, cual es, la obtensio´n de una sucesio´n doble en el campo de los nu´meros
reales o en el campo de los nu´meros complejos.
1.2.1. Sucesiones sobre K
Observacio´n 1.1. .
1. En lo sucesivo denotaremos por K el cuerpo de los nu´meros reales R
o el cuerpo de los nu´meros complejos C indistintamente, salvo alguna
especificacio´n particular.
2. Daremos a continuacio´n la definicio´n algebraica de una sucesio´n doble
sobre K. Esta sucesio´n es una funcio´n con dominio el producto carte-
siano N× N y contradominio el cuerpo K.
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Definicio´n 1.1. Sean (Xn)
∞
n=1 y (Ym)
∞
m=1 dos sucesiones sobre K .
Una sucesio´n doble sobre K es una funcio´n
ω : N× N −→ K
((Xn), (Ym)) 7−→ ω(Xn, Ym) = (Xn, Ym)
∞
n,m=1.
Observacio´n 1.2. La sucesio´n doble (Xn, Ym)
∞
n,m=1 de la Definicio´n 1.1 en
realidad representa el par de sucesiones simples (Xn, Ym) sobre K, esto es.
ω(Xn, Ym) = (Xn, Ym)
∞
n,m=1
Para mejor manejo operativo, las sucesiones dobles as´ı definidas las repre-
sentaremos por (Xn, Ym) = Xn,m siempre sobre el cuerpo K.
1.2.1.1 Ejemplos
1. Sea la sucesio´n doble S = Xn,m tal que
Xn,m =
1
n+m
.
Fijando n y haciendo variar m en N obtenemos los elementos de la
sucesio´n doble dada
7
o tambie´n
2. Ahora consideramos la sucesio´n doble U = Un,m tal que
Un,m =
1
2n . 3m
Fijando n y haciendo variar m en N obtenemos los te´rminos de la
sucesio´n doble U .
esto es,
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1.2.2. Convergencia y Unicidad de Sucesiones Dobles
Definicio´n 1.2. Sean
Xn,m : una sucesio´n doble sobre K
L : un nu´mero en K.
Si Xn,m se acerca hacia el nu´mero L cuando n y m crecen indefinidamente,
entonces decimos que la sucesio´n doble Xn,m tiende hacia el valor L y se
denota por
l´ım
n,m→+∞
Xn,m = L.
Observacio´n 1.3. A partir de la Definicio´n 1.2 podemos obtener otra defi-
nicio´n de convergencia de una sucesio´n doble.
Definicio´n 1.3. Sean
Xn,m : una sucesio´n doble sobre K
L : un nu´mero en K.
Decimos que la sucesio´n doble Xn,m converge hacia el nu´mero L en K, si
para cada ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que si n,m ≥ δ, entonces se verifica
que
|Xn,m − L| < ε.
En la siguiente figura tenemos que los te´rminos Xn,m de la sucesio´n doble
tales que n ≥ δ y m ≥ δ ocupan el cuarto cuadrante y son aproximadamente
iguales al nu´mero real L.
9
1.2.2.1 Ejemplos
1. Sea la sucesio´n doble S = Xn,m tal que
Xn,m =
1
n+m
.
Tenemos entonces que l´ım
n,m→∞
1
n+m
= 0.
2. Sea la sucesio´n doble Xn,m tal que Xn,m = k con k ∈ R. Tendremos
que
Luego l´ım
n,m→∞
k = k.
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3. Sea la sucesio´n doble Xn,m tal que
Xn,m =
n−m
n+m
.
Observamos que el l´ımite de la sucesio´n doble no existe, pues tenemos
que
l´ım
n−→∞
n−m
n+m
= 1
l´ım
m−→∞
n−m
n+m
= −1
l´ım
n,m−→∞
n−m
n+m
= 0.
Esto puede observarse en el gra´fico siguiente
Observacio´n 1.4. El siguiente teorema de los nu´meros reales es muy u´til
para probar algunos teoremas sobre l´ımites dobles.
Teorema 1.1. Dado ε > 0. Si | x |< ε entonces x = 0.
Demostracio´n
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Supongamos que x 6= 0, luego | x | > 0. Tomando ε =
| x |
2
> 0 y como
| x | < ε tenemos que | x |<
| x |
2
entonces 1 <
1
2
.
Este resultado es una contradiccio´n y se debe a la falsedad de la hipo´tesis
auxiliar.
Luego x = 0. 
Teorema 1.2. “(Unicidad de l´ımites dobles)
El l´ımite de una sucesio´n doble convergente en R es u´nico.
Demostracio´n
Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre R .
Supongamos que exista :
1. l ∈ R que verifica la propiedad : Para cada
ε
2
> 0, existe δ1 = δ(ε) > 0
tal que si n,m ≥ δ1 , se cumple que | Xn,m − l |<
ε
2
2. L ∈ R que verifica la propiedad : Para cada
ε
2
> 0, existe δ2 = δ(ε) > 0
tal que si n,m ≥ δ2 , se cumple que | Xn,m − L |<
ε
2
Tenemos de (1) y (2)
0 ≤| L− l | =| (Xn,m − L) + (Xn,m − l) |
=| Xn,m − L | + | Xn,m − l |
<
ε
2
+
ε
2
= ε.
Entonces | L− l |< ε y del Teorema 1.1 se concluye que L = l.
As´ı el l´ımite de Xn,m es u´nico”.

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Observacio´n 1.5. Si la sucesio´n doble Xn,m converge al nu´mero real L,
decimos que la sucesio´n es convergente y simbo´licamente escribimos
lim
n,m→+∞
Xn,m = L
o tambie´n
Xn,m −→ L
L se llama el l´ımite de la sucesio´n doble. Si no existiera el nu´mero L decimos
que la sucesio´n doble Xn,m es divergente.
Definicio´n 1.4. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Diremos que la su-
cesio´n doble Xn,m , tiende a +∞ y escribiremos por
lim
n,m→+∞
Xn,m =∞ o Xn,m −→ +∞
si para cada ε > 0 , ∃ δ = δ(ε) > 0 tal que si n,m ≥ δ , entonces
Xn,m > ε.
Definicio´n 1.5. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Diremos que la su-
cesio´n doble Xn,m , tiende a −∞ y escribiremos por
lim
n,m→∞
Xn,m = −∞ o Xn,m −→ −∞
si para cada ε > 0 , ∃ δ = δ(ε) > 0 tal que si n,m ≥ δ , entonces
Xn,m < −ε.
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Definicio´n 1.6. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Diremos que la su-
cesio´n doble Xn,m es propiamente divergente en dos casos si
lim
n,m→+∞
Xn,m =∞ o lim
n,m→+∞
Xn,m = −∞.
Definicio´n 1.7. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Diremos que la su-
cesio´n doble Xn,m es oscilante si la sucesio´n doble Xn,m no converge y no
es propiamente divergente en dos casos a medida que Xn,m = (Xn, Ym)
∞
n,m=1
este´ acotado o no.
Observacio´n 1.6. Recordemos
1. Dada la sucesio´n (Xn, Ym) sobre K, si Xn, Ym crecen acerca´ndose al
nu´mero L cuando n y m crecen indefinidamente entonces se dice que
la sucesio´n tiende a L cuando n −→∞ y m −→∞ y escribiremos por
lim
n,m−→+∞
(Xn, Ym) = L.
Es decir, dado cualquier nu´mero real ε > 0 , existe otro nu´mero N =
N(ε) tal que
|Xn, Ym − L| < ε para todo n,m ≥ N.
Como se puede ver en el siguiente esquema
14
Figura.3
Los elementos an,m de la sucesio´n doble tales que n ≥ N , m ≥ N son
aproximadamente iguales a L y ocupan el recuadro inferior derecho de
la Figura 3.
2. Sea la sucesio´n doble Xn,m sobre K. Consideremos los siguientes l´ımites
asociados a Xn,m :
a) L = lim
n,m−→+∞
(Xn, Ym).
b) M = lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
(Xn, Ym)).
c) N = lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
(Xn, Ym)).
1.2.3. Ejemplos
Ejemplo 1.1. Sea la sucesio´n doble Xn,m tal que
Xn,m =
1
n+m
entonces lim
n,m−→+∞
1
n+m
= 0 .
15
Demostracio´n
Esta sucesio´n converge. En efecto :
Primero observamos que si N0 ∈ N y n,m ∈ N son tales que n,m ≥ N0 .
Se tiene que
1
n
+
1
m
≤
2
N0
Ahora, sea ε > 0 , y sea N ∈ N tal que
2
ε
< N . ( Por la propiedad arquime-
diana)
Para n,m ≥ N se tiene que :
∣∣∣∣ 1n+m
∣∣∣∣ ≤ 1n + 1m ≤ 2N < ε
Por lo tanto se tiene que Xn,m converge a cero.
Ejemplo 1.2. La sucesio´n doble Xn,m =
n
n+m
es divergente.
Demostracio´n
Notemos que Xn,n =
1
2
y Xn,2n =
1
3
.
Para n,m ∈ N con n = m se tiene Xn,n =
1
2
.
Para n,m ∈ N con n = 2m se tiene Xn,2n =
1
3
.
Por la unicidad de l´ımite, la sucessio´n Xn,m no converge.
Por lo tanto Xn,m es divergente.
Ejemplo 1.3. “Sea la sucesio´n doble Xn,m = n+m , entonces Xn,m es pro-
piamente divergente a +∞.
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Demostracio´n
Sea k > 0 y N = k . Se tiene que si n,m ≥ N , entonces
Xn,m = n+m ≥ 2N = 2k > k.
Por tanto Xn,m es propiamente divergente a +∞.”
Ejemplo 1.4. “Sea la sucesio´n doble Xn,m = 1− n−m , entonces Xn,m es
propiamente divergente a −∞.
Demostracio´n
Sea β < 0 y k ∈ N tal que
1− β
2
< k .
Si n,m ≥ k , entonces n+m ≥ 2k > 1− β
Esto nos dice que
1− n−m < 1− 2k < β
Por lo tanto Xn,m es propiamente divergente a −∞”.
1.2.4. Sucesiones Dobles Acotadas
Definicio´n 1.8. “Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Diremos que la
sucesio´n doble Xn,m es acotada si existe M > 0 tal que | Xn,m |≤ M para
todo n,m ∈ N.”
Teorema 1.3. “Toda sucesio´n doble convergente sobre K es acotada.
Demostracio´n
Supongamos que Xn,m −→ a, cuando n,m tiende a +∞. Tomando ε = 1
, existe N ∈ N tales que si n,m ≥ N , entonces | Xn,m − a |< 1
Como ||Xn,m| − |a|| < |Xn,m − a| se tiene que
| Xn,m | − | a |≤| Xn,m − a |< 1.
Por tanto | Xn,m |< 1+ | a | , ∀n,m ≥ N .
Sea
M := max{| (1, 1)∞n,m=1 |, | (1, 2)
∞
n,m=1 |, | (2, 1)
∞
n,m=1 |, . . . , | (N − 1, N −
1)∞n,m=1 |, | a | +1} .
M := max{| (i, j)∞n,m=1 |, 1+ | a | donde 1 < i, j ≤ N} .
Concluimos que | Xn,m |≤M para todo n,m ∈ N ”.

1.2.5. Sucesio´n Doble Cauchy
Definicio´n 1.9. “Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Diremos que la
sucesio´n doble Xn,m es de Cauchy si para cada ε > 0 existe N = N(ε) ∈ N
tal que
| Xp,q −Xn,m |< ε , ∀ p > n > N, ∀ q > m > N”
Teorema 1.4. “(Criterio de Convergencia de Cauchy para Suce-
siones Dobles)
Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. Son equivalentes las siguientes afir-
maciones :
1. Xn,m es convergente .
2. Xn,m es Cauchy .
Demostracio´n
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(1)⇒ (2) Asumimos que Xn,m −→ a cuando n,m −→ +∞ para un a ∈ K.
Luego, dado ε > 0 ,existe N ∈ N tal que | Xn,m−a |<
ε
2
, ∀n,m ≥ N .
Entonces,
∀p > n > N , ∀ q > m > N
se tiene
| Xp,q −Xn,m | =| Xp,q − a+ a−Xn,m |
≤| Xp,q − a | + | Xn,m − a |
<
ε
2
+
ε
2
= ε.
Por lo tanto, Xn,m es una sucesio´n de Cauchy.
(2)⇒ (1) Asumimos que Xn,m es una sucesio´n de Cauchy. Dado ε > 0 . Toman-
do m = n y escribiendo Xn,m = bn , es inmediato que existe k ∈ N tal
que | bp − bn |< ε , ∀p ≥ n ≥ N .
Por el Teorema 1.4, la sucesio´n (bn) converge hacia a ∈ K.
Entonces ,
∃ N1 ∈ N tal que | bn − a |<
ε
2
, ∀n ≥ N1.
Como Xn,m es una sucesio´n de Cauchy
∃ N2 ∈ N tal que | Xp,q − bn |<
ε
2
, ∀p, q ≥ n ≥ N2.
Sea M := max{N1, N2} y escogemos n ≥ N .
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Luego obtenemos que :
| Xp,q − a | ≤| Xp,q − bn | + | bn − a |
<
ε
2
+
ε
2
= ε , ∀p, q ≥ N.
Por lo tanto Xn,m converge hacia a”.

El siguiente teorema, conocido como el Teorema de Sandwich funciona
solo cuando K = R.
Teorema 1.5. (Sandwich)
Sean las sucesiones dobles Xn,m, An,m, Bn,m sobre R. Supongamos que
para cada n,m ∈ N tenemos
An,m ≤ Xn,m ≤ Bn,m
y supongamos tambie´n que
lim
n,m−→+∞
An,m = lim
n,m−→+∞
Bn,m = a.
Entonces Xn,m converge y
lim
n,m−→+∞
Xn,m = a.
Demostracio´n
Tomemos ε > 0, existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N , entonces
| An,m − a |< ε y | Bn,m − a |< ε
Entonces
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−ε < An,m − a < Xn,m − a < Bn,m − a < ε
Por lo tanto
lim
n,m−→+∞
Xn,m = a.

1.2.6. L´ımites Iterados para Sucesiones Dobles
Dada una sucesio´n doble Xn,m se puede fijar cualesquiera de las dos va-
riables para obtener una sucesio´n simple.
En esta seccio´n estudiamos como se relacionan el l´ımite simple y el l´ımite
doble, para ellos introducimos el concepto de l´ımite iterado.
Definicio´n 1.10. Sea una sucesio´n doble Xn,m, los l´ımites
1. lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
y
2. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
se llaman l´ımites iterados .
Observacio´n 1.7. La Definicio´n 1.10 conlleva a la siguiente interrogacio´n.
¿ Si existen los l´ımites iterados, ellos son iguales?
Estudiamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.5. Sea Xn,m =
n
n+m
. Se tiene que
para todo m ∈ N, lim
n−→+∞
Xn,m = 1
Entonces
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lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = 1
Para todo n ∈ N, lim
m−→+∞
Xn,m = 0
Entonces
lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) = 0.
Observamos que el l´ımite doble de la sucesio´n doble no existe, esto es, la
sucesio´n doble Xn,m =
n
n+m
es divergente.
En efecto, para todo n,m ∈ N suficientemente grande con n = m tenemos
que Xn,m =
1
2
, mientras que para n,m ∈ N suficientemente grande con n =
2m tenemos que Xn,m =
2
3
. Esto implica que la sucesio´n Xn,m no converge
hacia el punto u, para algu´n u ∈ R cuando n,m crecen indefinidamente, esto
es, cuando n,m −→ +∞
Observacio´n 1.8. Si una sucesio´n doble Xn,m es convergente, nos pregun-
tamos: ¿ Existira´n los l´ımites iterados?
La respuesta es no. Lo ilustramos mediante el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.6. Sea la sucesio´n doble
Xn,m = (−1)
n+m(
1
n
+
1
m
).
Claramente,
lim
n,m−→+∞
Xn,m = 0.
En efecto :
Dado ε > 0, ∃ N ∈ N tal que
1
N
<
ε
2
,
as´ı, si n,m ≥ N entonces
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∣∣∣∣(−1)n+m( 1n + 1m)
∣∣∣∣ ≤ 1n + 1m ≤ 2N < ε.
Por otro lado
a) Para cada n ∈ N fijado, el l´ımite simple lim
m−→+∞
(−1)n+m(
1
n
+
1
m
) no
existe.
Por tanto el l´ımite iterado, lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) tampoco existe.
b) Para cada m ∈ N fijado, el l´ımite simple lim
n−→+∞
(−1)n+m(
1
n
+
1
m
) no
existe.
Por tanto el l´ımite iterado, lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) tampoco existe.
Por tanto ambos l´ımites iterados no existen.
“En el siguiente ejemplo proporcionaremos una sucesio´n doble para la
cual los l´ımites iterados y el l´ımite de la sucesio´n doble coinciden.”
Ejemplo 1.7. Sea la sucesio´n doble Xn,m =
1
n
+
1
m
.
Haciendo unos cambios al Ejemplo 1.7., se puede mostrar que
lim
n,m−→+∞
(
1
n
+
1
m
)
= 0.
En efecto :
Dado ε > 0, ∃ N ∈ N tal que
1
N
<
ε
2
,
as´ı, si n,m ≥ N entonces∣∣∣∣ 1n + 1m
∣∣∣∣ = 1n + 1m ≤ 2N < ε .
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Adema´s
lim
n−→+∞
Xn,m =
1
m
y lim
m−→+∞
Xn,m =
1
n
.
Se deduce que los l´ımites iterados tambie´n existen y
lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= 0.
Es decir
lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
(
1
n
+
1
m
))
= lim
n−→+∞
1
n
= 0.
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
(
1
n
+
1
m
))
= lim
m−→+∞
1
m
= 0.
“En el siguiente ejemplo proporcionaremos una sucesio´n doble para la
cual existe su l´ımite doble y sin embargo, uno de sus l´ımites iterados no
existe.”
Ejemplo 1.8. Sea la sucesio´n doble
Xn,m = (−1)
m
(
1
n
+
1
m
)
Sabemos que lim
n−→+∞
1
n
= 0 , por argumentos similares que se da´ en el Ejemplo
1.7.
En efecto :
Dado ε > 0, ∃ N ∈ N tal que
1
N
<
ε
2
,
as´ı, si n,m ≥ N entonces
| Xn,m |=
∣∣∣∣(−1)m
(
1
n
+
1
m
)∣∣∣∣ ≤ 1n + 1m < ε.
Por lo que
lim
n,m−→+∞
(−1)m
(
1
n
+
1
m
)
= 0.
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Adema´s los l´ımites iterados
a) Para cada n ∈ N, lim
m−→+∞
(−1)m
(
1
n
+
1
m
)
no existe.
Por lo tanto lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) no existe.
b) Para cada m ∈ N, lim
n−→+∞
(−1)m
(
1
n
+
1
m
)
=
(−1)m
m
.
Por lo tanto lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = 0.
Observacio´n 1.9. “Podemos tener sucesiones dobles en la que ni el l´ımite
de la sucesio´n ni los l´ımites iterados existan”.
1.2.7. A´lgebra de L´ımites de Sucesiones Dobles
“En esta seccio´n se estudiara´n algunos resultados que nos permitan eva-
luar el l´ımite doble y el l´ımite iterado de una sucesio´n doble”.
El resultado siguiente proporciona una condicio´n necesaria y suficiente
para la existencia de un l´ımite iterado de una sucesio´n doble convergente.
En este contexto estudiaremos el l´ımite doble como producto y el l´ımite
doble como suma.
1.2.7.1 L´ımite doble como Producto
Teorema 1.6. Sea la sucesio´n doble Xn,m sobre K, tal que puede escribirse
por
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Xn,m = anbm
y para cada l´ımite sean lim
n−→+∞
an = l1 y lim
m−→+∞
bm = l2.
Entonces
lim
n,m−→+∞
Xn,m = lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= l1.l2 .
Demostracio´n
Por hipo´tesis se tiene
i)
lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) = lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
anbm)
= lim
n−→+∞
an lim
m−→+∞
bm
= l1l2.
y
lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
anbm)
= lim
m−→+∞
bm lim
n−→+∞
an
= l2l1.
Por lo tanto
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lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) = lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = l1.l2.
ii) Probaremos que lim
n,m−→+∞
Xn,m = l1.l2
Sea ε > 0 dado. Por el Teorema 1.3 existe k > 0 tal que | an |≤ k,
∀ n ∈ N.
Como an −→ l1 y bm −→ l2, entonces existe N ∈ N tal que
|an − l1| <
ε
2b
y |bm − l2| <
ε
2b
, ∀ n,m ≥ N .
donde b := max{k, |l1|} entonces tenemos que para cada n,m ≥ N :
|Xn,m − l1l2| = |anbm − anl2 + anl2 − l1l2|
≤ |an||bm − l2|+ |an − l1||l2|
<
ε
2b
|an|+
ε
2b
|l2|
=
ε
2b
k +
ε
2b
|l2|
≤ 2b
ε
2b
= ε.
Por lo tanto Xn,m −→ l1l2, cuando n,m −→ +∞ Es decir
lim
n,m−→+∞
Xn,m = l1l2.

Ejemplo 1.9. Sea una sucesio´n doble
lim
n,m−→+∞
Xn,m =
1
n m
, ∀ n,m ∈ N.
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Escribimos Xn,m = anbm =
(
1
n
)(
1
m
)
, ∀ n,m ∈ N.
Sabemos que an =
1
n
y bm =
1
m
convergen a cero cuando n −→ +∞,
m −→ +∞ respectivamente. Entonces
lim
n−→+∞
an = lim
n−→+∞
1
n
= 0
lim
m−→+∞
bm = lim
m−→+∞
1
m
= 0.
Entonces
lim
n,m−→+∞
1
n m
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
1
n m
)
= lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
1
n m
)
=
(
lim
n−→+∞
1
n
)(
lim
m−→+∞
1
m
)
= 0.
1.2.7.2 L´ımite doble como Suma
Teorema 1.7. Sea la sucesio´n doble Xn,m tal que
Xn,m = an + bm
y para cada l´ımite sean lim
n−→+∞
an = l1 y lim
m−→+∞
bm = l2.
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Entonces
lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m
= l1 + l2.
Demostracio´n
Por hipo´tesis se tiene
i)
lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) = lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
(an + bm))
= lim
n−→+∞
an + lim
m−→+∞
bm
= l1 + l2.
y
lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
(an + bm))
= lim
m−→+∞
an + lim
n−→+∞
bm
= l1 + l2.
Por lo tanto
lim
n−→+∞
( lim
m−→+∞
Xn,m) = lim
m−→+∞
( lim
n−→+∞
Xn,m) = l1l2.
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ii) Probaremos que lim
n,m−→∞
Xn,m = l1 + l2.
Sea ε > 0 dado. Existe N ∈ N tal que, |an − l1| <
ε
2
y
|bm − l2| <
ε
2
, para todo n,m ≥ N . Entonces
|Xn,m − (l1 + l2)| = |(an + bm)− (l1 + l2)|
≤ |an − l1|+ |bm − l2|
<
ε
2
+
ε
2
= ε.
Entonces Xn,m −→ (l1 + l2), cuando n,m −→ +∞ .
Por lo tanto
lim
n,m−→+∞
Xn,m = l1 + l2.

Ejemplo 1.10. Sea una sucesio´n doble
lim
n,m−→+∞
Xn,m =
1
n
+
1
m
∀ n,m ∈ N.
En el Ejemplo 1.8 mostramos que
lim
n,m−→+∞
Xn,m = lim
n,m−→+∞
(
1
n
+
1
m
)
= 0.
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Por el Teorema 1.7 , tenemos
lim
n,m−→+∞
(
1
n
+
1
m
)
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
(
1
n
+
1
m
))
= lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
(
1
n
+
1
m
))
=
(
lim
n−→+∞
1
n
)
+
(
lim
m−→+∞
1
m
)
= 0.
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Cap´ıtulo 2
Propiedades
2.1. Propiedades del L´ımite Doble
Teorema 2.1. “Sea Xn,m una sucesio´n doble sobre K y a ∈ K . Son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones
1. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= a .
2. lim
n−→+∞
Xn,m existe para cada m ∈ N.
Demostracio´n
(1)⇒ (2) La condicio´n necesaria es inmediata ya que si,
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= a
necesariamente debemos tener que
lim
n−→+∞
Xn,m
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existe.
(2)⇒ (1) Ahora, para la condicio´n suficiente asumamos que
lim
n−→+∞
Xn,m = Cm
para cada m ∈ N. Debemos mostrar que Cm −→ a cuando m −→ +∞.
En efecto: Sea ε > 0 dado.
Como Xn,m → a cuando n,m → +∞, existe Z1 ∈ N tal que si
n,m ≥ Z1, entonces
|Xn,m − a| <
ε
2
.
Como para cada m ∈ N, Xn,m −→ Cm cuando n −→ +∞, existe
Z2 ∈ N tal que si n ≥ Z2, entonces
|Xn,m − Cm| <
ε
2
.
Ahora tomemos n ≥ ma´x{Z1, Z2}. Para m ≥ Z1 tenemos que
|Cm − a| = |Cm −Xn,m +Xn,m − a|
≤ |Cm −Xn,m|+ |Xn,m − a|
<
ε
2
+
ε
2
= ε.
Por lo tanto, Cm −→ a cuando m −→ +∞”.

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Observacio´n 2.1. “En el Teorema 2.1, es importante considerar el orden
de las hipo´tesis. Ya que podemos tener que
lim
n,m−→∞
Xn,m existe,
y que
lim
m−→∞
Xn,m existe.
Sin embargo tener que
lim
m−→∞
lim
n−→∞
Xn,m = a .”
Veamos el siguiente.
Ejemplo 2.1. Sea la sucesio´n Xn,m =
(−1)n
m
.
Sea ε > 0. Sabemos que am =
1
m
converge a cero, cuando m→∞ . Entonces
existe N ∈ N tal que
1
m
< ε si m ≥ N . As´ı, si n,m ≥ N , entonces
∣∣∣∣(−1)nm
∣∣∣∣ ≤ 1m < ε.
Entonces
lim
n,m−→+∞
Xn,m = 0.
Sin embargo,
lim
m−→+∞
(−1)n
m
no existe, al igual que
lim
m−→+∞
lim
n−→+∞
(−1)n
m
.
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Teorema 2.2. Sea una sucesio´n doble Xn,m tal que lim
n,m−→+∞
Xn,m = a, donde
a ∈ K, entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones :
1. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= a.
2. lim
m−→+∞
Xn,m existe para cada n ∈ N.
Demostracio´n
El resultado se llega de manera similar al del Teorema 2.1. 
Combinando los resultados de los Teorema 2.1 y Teorema 2.2 ,
obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.1. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y a ∈ K, entonces
lim
n−→∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
y lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
existen y son iguales a a si y so´lo si
(i) lim
m−→+∞
Xn,m existe para cada n ∈ N y
(ii) lim
n−→+∞
Xn,m existe para cada m ∈ N.
Ejemplo 2.2. Sea una sucesio´n doble Xn,m =
n m
n2 +m2
.
Se tiene que para cada m ∈ N,
lim
n−→∞
n m
n2 +m2
= 0
y para cada n ∈ N,
lim
m−→∞
n m
n2 +m2
= 0.
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Sin embargo,
lim
n,m−→∞
n m
n2 +m2
no existe.
Ya que si n = m, entonces Xn,m =
1
2
y si n = 2m, entonces Xn,m =
2
5
.
Podemos concluir que los l´ımites iterados existen y la sucesio´n no es con-
vergente.
Definicio´n 2.1. “Sea {fn}n∈N una sucesio´n de funciones, decimos que con-
verge uniformemente a f sobre el conjunto X si para cada ε > 0, existe
N(ε) ∈ N tal que
si n ≥ N entonces |fn(x)− f(x)| < ε para toda x ∈ X”.
A continuacio´n daremos un resultado asociado al (Ejemplo 2.2), el cual
nos proporciona condiciones para que los l´ımites iterados y el l´ımite doble
sean iguales.
Teorema 2.3. “Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y a ∈ R que satisfacen
las siguientes condiciones :
1. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= a.
2. lim
n−→+∞
Xn,m existe y converge uniformemente con respecto a m ∈ N.
Entonces lim
n,m−→+∞
Xn,m = a.
Demostracio´n
Para cada n ∈ N, definimos a fn sobre N de la siguiente forma
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fn(m) = (Xn,m).
Se tiene por el Teorema 1.4 para sucesiones de funciones que para cada
ε > 0, existe N1 ∈ N tal que si n ≥ N1,
|Xn,m − f(m)| <
ε
2
para todo m ∈ N.
Ahora, por (1)
lim
m−→∞
f(m) = a.
Dado ε > 0, existe N2 ∈ N tal que si m ≥ N2, entonces
|f(m)− a| <
ε
2
.
Tomando N := ma´x{N1, N2} y n,m ≥ N , entonces
|Xn,m − a| = |Xn,m − f(m) + f(m)− a|
≤ |Xn,m − f(m)|+ |f(m)− a|
<
ε
2
+
ε
2
= ε.
Por lo tanto lim
n,m−→+∞
Xn,m = a”. 
Observacio´n 2.2. “Es de gran importancia mostrar que la sucesio´n converge
uniformemente, ya que de lo contrario no podremos garantizar la igualdad
entre l´ımite doble y los l´ımites iterados. Como se muestra en el siguiente
ejemplo”.
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Ejemplo 2.3. “Consideremos Xn,m =
nm
n2 +m2
.
1. Sabemos que lim
n−→+∞
Xn,m = lim
n−→+∞
nm
n2 +m2
= 0.
2. Como consecuencia de (1) tenemos que
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
nm
n2 +m2
)
= 0.
3. La convergencia en (1) no es uniforme con respecto a m, ya que para
cada n ∈ N :
supm∈N |Xn,m| =
1
2
.
En efecto : Para cada x ∈ R+ , definamos
fn(x) = |Xn,m| =
nx
n2 + x2
.
Como
f ′(x) =
n3 − nx2
(n2 + x2)2
entonces f ′(x) = 0 si y so´lo si n2 = x2, esto es, si n = x.
Por el criterio de la segunda derivada, f alcanza el supremo cuando
n = x. As´ı
supm∈N |Xn,m| =
1
2
.
Por lo tanto Xn,m no converge uniformemente ya que si tomamos
ε =
1
4
, para toda N existe m = n tal que |fn −m| =
1
2
> ε.”
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2.2. Propiedades de las Sucesiones Dobles Mono´to-
nas
Definicio´n 2.2. La sucesio´n doble Xn,m sobre K sera´ creciente si
Xn,m  Xj,k ⇔ n ≤ j y m ≤ k en N.
Definicio´n 2.3. La sucesio´n doble Xn,m sera´ decreciente si
Xn,m  Xj,k ⇔ n ≤ j y m ≤ k en N.
Definicio´n 2.4. Sea una sucesio´n doble Xn,m creciente o decreciente, enton-
ces decimos que es una sucesio´n doble mono´tona .
Observacio´n 2.3. ( Axioma del Supremo )
Todo conjunto no vac´ıo y acotado superiormente en R posee un supremo.
Teorema 2.4. ( Convergencia Mono´tona )
Sea una sucesio´n doble mono´tona Xn,m. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones :
1. Xn,m es convergente.
2. Xn,m es acotada.
Adema´s
(a) Si Xn,m es creciente y acotado superiormente, entonces
lim
n,m−→+∞
Xn,m = sup {Xn,m | n,m ∈ N }.
Osea
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lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m
= sup {Xn,m | n,m ∈ N }.
(b) Si Xn,m es decreciente y acotado inferiormente, entonces
lim
n,m−→+∞
Xn,m = ı´nf {Xn,m | n,m ∈ N }.
Osea
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m
= ı´nf {Xn,m | n,m ∈ N }.
Demostracio´n
Se vio´ en el Teorema 1.3. que toda sucesio´n doble convergente sobre
K es acotado.
A la inversa, sea Xn,m una sucesio´n mono´tona acotada, entonces Xn,m es
creciente o decreciente.
(a) Primero tratamos el caso que Xn,m es creciente y acotado superiormente.
Por la Observacio´n 2.3., el supremo existe a∗ = sup {Xn,m : n,m ∈ N}.
Mostraremos que los l´ımites dobles e iterados de Xn,m existen y son iguales
a a∗, es decir que la sucesio´n doble converge a a∗.
Sea ε > 0 dado, entonces a∗ − ε no es un l´ımite superior para el conjunto
{Xn,m | n,m ∈ N} ; por lo tanto existen k(ε) y j(ε) tal que
a∗ − ε < Xk,j.
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Como la sucesio´n es creciente, para cada (n,m) ≥ (k, j) se tiene que
a∗ − ε < Xk,j ≤ Xn,m.
Por la propiedad del supremo, tenemos que
Xn,m ≤ a
∗ < a∗ − ε ∀ (n,m) ≥ (k, j)
Por lo tanto
a∗ − ε < Xn,m < a
∗ − ε
si so´lo si
|Xn,m − a
∗| < ε.
Ya que ε > 0 fue arbitrario, se demuestra que la sucesio´n Xn,m converge al
punto a∗.
A continuacio´n, para mostrar que
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m = a
∗.
Teniendo en cuenta que dado Xn,m es acotada superiormente entonces para
cada m ∈ N fijo, la sucesio´n simple {Xn,m | n,m ∈ N} es acotada superior-
mente y creciente.
As´ı, por el Teorema 1.4 para sucesiones simples, tenemos que
lim
n−→+∞
Xn,m = sup {Xn,m | n ∈ N } = lm ∀ m ∈ N.
Entonces, por el Corolario 2.1 los l´ımites iterados existen y
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m = a
∗.
De igual forma se puede demostrar que
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lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m = a
∗.
(b) Si Xn,m es decreciente y acotada inferiormente, entonces la sucesio´n
−Xn,m es creciente y acotada superiormente.
Por lo tanto, por la parte (a) se tiene que
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
−Xn,m
)
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
−Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
−Xn,m
= sup {−Xn,m | n,m ∈ N }
= − ı´nf {Xn,m | n,m ∈ N }.
Por lo tanto se deduce que
lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= lim
n,m−→+∞
Xn,m.
= ı´nf {Xn,m | n,m ∈ N }.

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2.3. Propiedades de las Subsucesiones Dobles
Definicio´n 2.5. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y sea
(k1, r1) < (k2, r2) < . . . < (kn, rn) < . . . una sucesio´n estrictamente cre-
ciente de pares de nu´meros naturales. A la sucesio´n Xkn,rm lo llamaremos
subsucesio´n de Xn,m.
Las subsucesiones dobles de sucesiones dobles convergentes tambie´n con-
vergen al mismo l´ımite, como lo muestra el siguiente resultado.
Teorema 2.5. “Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y l ∈ K. Si la sucesio´n
doble Xn,m converge a l, entonces cualquier subsucesio´n de Xn,m tambie´n
converge a l.
Demostracio´n
Sea ε > 0, existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N entonces
|Xn,m − l| < ε.
Sea XKn,rm una subsucesio´n de Xn,m, como (kn, rm) es una sucesio´n estric-
tamente creciente de pares de nu´meros naturales, entonces existe n0,m0 ∈ N
tal que kn0 ≥ N y rm0 ≥ N . Por lo tanto kn ≥ N y rm ≥ N para toda n ≥ n0
y m ≥ m0. As´ı, si n,m ≥ ma´x{n0,m0} entonces
|Xkn,rm − l| < ε”.

Lema 2.1. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y sea Xkn,rm una subsuce-
sio´n de Xn,m. Si para cada n ∈ N, l´ım
m−→+∞
Xn,m = f(n) existe, entonces
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l´ım
m−→+∞
Xkn,rm = f(kn) para cada n ∈ N
Demostracio´n
Por hipo´tesis el l´ım
m−→+∞
Xn,m = f(n) existe para cada n ∈ N, entonces
l´ım
m−→+∞
Xkn,m = f(kn) para cada n ∈ N.
Tomando a {Xkn,rm}
∞
m=1 como una subsucesio´n de la sucesio´n simple {Xkn,m}
∞
m=1,
tenemos que
l´ım
m−→+∞
Xkn,rm = f(kn) para cada n ∈ N.

Lema 2.2. “Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y sea Xkn,rm una subsu-
cesio´n de Xn,m que satisface l´ım
n−→+∞
(
l´ım
m−→+∞
Xn,m
)
= a, entonces
l´ım
n−→+∞
(
l´ım
m−→+∞
Xkn,rm
)
= a.
Demostracio´n
La hipo´tesis implica que l´ım
m−→+∞
Xn,m = f(n) luego existe, para cada n ∈
N y l´ım
n−→+∞
f(n) = a. Por el Lema 2.1. se tiene que:
l´ım
m−→+∞
Xkn,rm = f(kn) para cada n ∈ N.
Siendo {f(kn)}
∞
m=1 una subsucesio´n de la sucesio´n {f(n)}
∞
m=1 y l´ım
n−→+∞
f(n) =
a, entonces l´ım
n−→+∞
f(kn) = a. Concluimos que
l´ım
n−→+∞
l´ım
m−→+∞
Xkn,rm = a.”

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Observacio´n 2.4. “Si intercambiamos los papeles de n,m se verifican re-
sultados similares a los lemas 2.1. y 2.2.”. Es decir, si
l´ım
n−→+∞
(
l´ım
m−→+∞
Xn,m
)
= a
entonces
l´ım
n−→+∞
(
l´ım
m−→+∞
Xkn,rm
)
= a .
“Los lemas 4.1 y 4.2 nos ayudan a demostrar el siguiente resultado”.
Corolario 2.2. Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K y existen los l´ımites
iterados que satisfacen
1. lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xn,m
)
= a,
2. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xn,m
)
= a.
entonces los l´ımites iterados de cualquier subsucesio´n doble Xkn,rm existen, y
satisfacen
1. lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xkn,rm
)
= a,
2. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xkn,rm
)
= a.
“Observese que para el caso de una variable, llamamos Punto Cumbre
de una sucesio´n {an}
∞
n=1 a un nu´mero natural n tal que am < an para todo
m > n.”
El concepto de Punto Cumbre es utilizado para demostrar el siguiente
Teorema:
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“ Cualquier sucesio´n {an}
∞
n=1 contiene una subsucesio´n mono´tona ”.
Y as´ı demostrar el Teorema de Bolzano - Weiestrass para sucesiones.
Ahora, aplicaremos el enunciado anterior para sucesiones dobles.
Definicio´n 2.6. “Sea una sucesio´n doble Xn,m sobre K. El te´rmino (k, r) es
punto cumbre si
Xk,r ≥ Xn,m para todo (n,m) ∈ N× N tal que n < k y m < r.
Es decir, Xk,r no es excedido por algu´n otro te´rmino”.
¿ Cualquier sucesio´n doble tendra´ punto cumbre? La respuesta a la pre-
gunta es no, veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.4. “Sea una sucesio´n doble Xn,m = n+m . Utilizando la defini-
cio´n de punto cumbre tenemos que si
n < k y m < r,
entonces
n+m < k + r.
Por lo que Xn,m no tiene punto cumbre”.
Ahora si damos una sucesio´n acotada. ¿ Tendra´ punto cumbre ? La res-
puesta a la pregunta es no, veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.5. “Sea una sucesio´n doble Xn,m = −
1
n+m
. Obtenemos que
|Xn,m| ≤ 1 .
Si
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n < k y m < r entonces −
1
n+m
< −
1
k + r
.
Por lo que Xn,m no tiene punto cumbre”.
Teorema 2.6. “Toda sucesio´n doble Xn,m sobre K tiene una subsucesio´n
doble mono´tona.
Demostracio´n
Se tiene los siguientes casos:
Caso 1. La sucesio´n doble Xn,m tiene infinitos puntos cumbre. En este caso,
si k1 < k2 < . . . < kn < . . . y r1 < r2 < . . . < rn < . . . son los puntos cumbre,
entonces Xk1,r1 ≥ Xk2,r2 ≥ . . . , de modo que Xkn,rm es la subsucesio´n (no
creciente) deseada.
Caso 2. La sucesio´n doble Xn,m tiene solamente un nu´mero finito de puntos
cumbre. En este caso, sea (k1, r1) mayor que todos los puntos cumbre. Puesto
que (k1, r1) no es un punto cumbre, existe algu´n k2 > k1 y r2 > r1 tal que
Xk2,r2 > Xk1,r1. Puesto que Xk2,r2 no es un punto cumbre, existe algu´n k3 > k2
y r3 > r2 tal que Xk3,r3 > Xk2,r2. Continuando de esta forma obtenemos la
sucesio´n (no decreciente) deseada.
Caso 3. La sucesio´n doble Xn,m no tiene puntos cumbre. Este caso se
resuelve de manera similar al caso anterior.”

Teorema 2.7. “ ( Bolzano - Weiestrass ).
Toda sucesio´n doble acotada Xn,m sobre K tiene una subsucesio´n mono´tona
convergente.
Demostracio´n
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Sea Xn,m una sucesio´n doble acotada sobre K. Sabemos por el Teore-
ma 2.6 que Xn,m tiene una subsucesio´n doble Xkn,rm mono´tona. Siendo
que Xkn,rm, es tambie´n acotada, entonces por el Teorema de convergencia
mono´tona Teorema 2.4 concluimos que Xkn,rm es convergente.”

Corolario 2.3. “Sea una sucesio´n doble acotada Xn,m sobre K, entonces
existe una subsucesio´n convergente Xkn,rm tal que
1. lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xkn,rm
)
y
2. lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xkn,rm
)
existen y son iguales a el l´ımite doble
lim
n,m−→+∞
Xkn,rm .
Demostracio´n
Sea Xn,m una sucesio´n doble acotada sobre K por hipo´tesis y sabemos por
el Teorema 2.7. que Xn,m tiene una subsucesio´n mono´tona Xkn,rm tal que
lim
n,m−→+∞
Xkn,rm existe.
Ya que la subsucesio´n es acotada, implicamos por el Teorema 3.1 que
lim
n−→+∞
(
lim
m−→+∞
Xkn,rm
)
= lim
m−→+∞
(
lim
n−→+∞
Xkn,rm
)
= lim
n,m−→+∞
Xkn,rm”.

Teorema 2.8. “ (Criterio de Divergencia).
Sea Xn,m una sucesio´n doble acotada sobre K y l ∈ K, entonces son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones :
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1. Xn,m no converge a l.
2. Para cada k ∈ N, existe un ε0 > 0 tal que
|Xn0,m0 − l| ≥ ε0,
para cada n0,m0 ≥ k.
3. Existe ε0 > 0 y una subsucesio´n Xkn,rm de Xn,m tal que
|Xkn,rm − l| ≥ ε0 para toda n,m ∈ N.
Demostracio´n
(1)⇒ (2) Negando la definicio´n de convergencia tenemos esta implicacio´n.
(2)⇒ (3) Existe ε0 > 0 y n1,m1 ∈ N tal que n1,m1 ≥ 1 , implicamos que
|Xn1,m1 − a| ≥ ε0.
Ahora , sea n2,m2 ∈ N tal que si (n2,m2) ≥ (n1 + 1,m1 + 1), entonces
|Xn2,m2 − a| ≥ ε0.
Continuando con este proceso obtenemos una subsucesio´n Xkn,rm es-
trictamente creciente de pares ordenados en N× N, tal que
|Xkn,rm − a| ≥ ε0.
(3)⇒ (1) Es una equivalencia del Teorema 2.5.”

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Teorema 2.9. “Sea Xn,m una sucesio´n doble acotada sobre K y l ∈ K. Xn,m
tiene la propiedad que toda subsucesio´n es convergente, entonces la sucesio´n
Xn,m converge a l.
Demostracio´n
Supongamos que Xn,m no converge a l. Entonces por el Criterio de Di-
vergencia tenemos que existe ε0 > 0 y una subsucesio´n Xkn,rm tal que
|Xkn,rm − l| ≥ ε0 (1)
para cada n,m ∈ N.
Siendo Xn,m acotada, entonces una subsucesio´n Xkn,rm tambie´n lo es. Ahora,
por el teorema de Bolzano-Weierstrass Xkn,rm tiene una subsucesio´n Xki,rj
convergente. Por lo tanto,
lim
i,j−→+∞
Xki,rj = l
esto significa que para cada ε0 > 0, existe N ∈ N tal que ∀i, j ≥ N implica
que
|Xki,rj − l| ≤ ε0 (2)
Ya que todo te´rmino de Xki,rj es te´rmino de Xkn,rm, vemos que (2) es una
contradiccio´n de (1).” 
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Cap´ıtulo 3
Aplicaciones de las Sucesiones
Dobles
3.1. Aplicaciones
En esta parte de nuestro trabajo demostraremos aplicaciones de las suce-
siones dobles en la rama de la topolog´ıa general, conocida como la teor´ıa de
los continuos.
Como sabemos, la teor´ıa de los continuos es una rama en expansio´n de la
topolog´ıa general.
Un continuo es un espacio me´trico no vac´ıo, compacto y conexo con ma´s
de dos puntos.
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3.2. Primera Aplicacio´n
Daremos a continuacio´n la definicio´n de sucesio´n inversa v´ıa sucesio´n
doble.
Definicio´n 3.1. Sean
{Xn}
∞
n=1 : una sucesio´n de espacios me´tricos
{fn+1n }n∈N : una sucesio´n de funciones continuas llamadas funciones
ataduras.
Para cada n ∈ N tenemos que fn+1n : Xn+1 −→ Xn es una funcio´n atadura.
Entonces, la sucesio´n doble {Xn, f
n+1
n } de espacios me´tricos y funciones con-
tinuas en teor´ıa de continuos se llama una sucesio´n inversa y se represen-
ta por
X1
f2
1←− X2
f3
2←− X3 ←− . . .←− X
n
n−1
fnn−1
←−− Xn
fnn−1
←−− Xn+1 . . .
Observacio´n 3.1. Si m,n ∈ N y n > m entonces fnm = f
m+1
m ◦ . . . ◦ f
n
n−1 y
fmn = 1Xn, donde 1Xn denota la funcio´n identidad sobre Xn.
Definicio´n 3.2. Sea
{Xn, f
n+1
n } : una sucesio´n inversa de espacios me´tricos y funciones
atadura.
El l´ımite de la sucesio´n {Xn, f
n+1
n } se denota por
l´ım
←−
{Xn, f
n+1
n } o por X∞
y es un subespacio del espacio topolo´gico producto
∞∏
n=1
Xn
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representada por :
l´ım
←−
{Xn, f
n+1
n } =
{
(xn)
∞
n=1 ∈
∞∏
n=1
Xn | f
n
n−1(xn+1) = xn para cada n ∈ N
}
Definicio´n 1.1.4 Si {(Xn, dn)}
∞
n=1 es una sucesio´n de espacios me´tricos,
con me´tricas acotadas, definimos una me´trica ρ, para un producto carte-
siano
∞∏
n=1
Xn = {(xn)
∞
n=1 | xn ∈ Xn para cada n ∈ N}
ρ ((xn)
∞
n=1, (x
′
n)
∞
n=1) =
∞∑
n=1
1
2n
dn(xn, x
′
n)
Observacio´n 1.1.5 Desde que las me´tricas, dn, son acotadas, ρ esta´
bien definido.
Lema 1.1.6 Si {(Xn, dn)}
∞
n=1 es una sucesio´n de espacios me´tricos, con
me´tricas acotadas, entonces ρ es una me´trica.
Observacio´n 3.2. Si
1. {Xn, f
n+1
n } es una sucesio´n inversa de espacios me´tricos y funciones
atadura, entonces su l´ımite inverso X∞ es un espacio me´trico. ([5],
Lema 1.1.6).
2. A continuacio´n desmostraremos v´ıa sucesiones dobles, que el l´ımite in-
verso X∞ es un continuo.
Definicio´n 3.3. Sea
{Xn, f
n+1
n } : sucesio´n inversa
Para cada m ∈ N definimos los conjuntos siguientes
Sm =
{
(xn)
∞
n=1 ∈
∞∏
n=1
Xn | f
k+1
k (xk+1) = xk, 1 ≤ k < m
}
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Definicio´n 3.4. Sean
{Xn, f
n+1
n } : sucesio´n inversa de espacios me´tricos y funciones ata-
dura.
X∞ : l´ımite inverso de la sucesio´n dada.
Entonces las funciones continuas
πm :
∞∏
n=1
Xn −→ Xm
se llamara´n funciones proyeccio´n.
Definicio´n 2.1.7 Si {(Xm, f
n+1
n )} es una sucesio´n inversa de espacios
me´tricos con l´ımite inverso X∞.
Para cada m ∈ N,sea
Sm = {(xn)
∞
n=1 ∈
∞∏
n=1
Xn / f
k+1
k (xk+1) = xk, 1 ≤ k < m}
El resultado siguiente puede consultarse en el (Teorema 1.1.9, [5])
Teorema 1.1.9 Sea Z un espacio me´trico.
Si {(Xn, dn)}
∞
n=1 es una sucesio´n de espacios me´tricos, entonces una fun-
cio´n
f : Z −→
∞∏
n=1
Xn
es continua si so´lo si πn ◦ f es continua para cada n ∈ N.
Teorema 1.1.11 Si {(Xn, dn)}
∞
n=1 es una sucesio´n de compactos entonces
∞∏
n=1
Xn es compacto.
Teorema 1.7.2 Si Z es un espacio me´trico compacto y sea {Xn}
∞
n=1 una
sucesio´n de subcontinuos de Z tal que Xn+1 ⊂ Xn para cada n ∈ N.
Entonces :
Si X =
⋂
∞
n=1Xn, entonces X es un subcontinuo de Z.
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Proposicio´n 3.1. Sean
{Xn, f
n+1
n } : sucesio´n inversa de espacios me´tricos y funciones ata-
dura.
X∞ : l´ımite inverso de la sucesio´n {Xn, f
n+1
n }.
Entonces se verifica que :
(a) Para cada m ∈ N, el conjunto Sm es homeomorfo al producto topolo´gico
∞∏
n=1
Xn
(b) La sucesio´n {Sm}
∞
m=1 es una sucesio´n decreciente de espacios me´tricos
compactos y X∞ 6= ∅. (∅ es el conjunto vac´ıo).
(c) Si Xn es un continuo para cada n ∈ N, entonces el l´ımite inverso X∞
es tambie´n un continuo.
Demostracio´n
(a) Sea h : Sm −→
∞∏
n=m
Xn tal que h((xn)
∞
n=1) = (xn)
∞
n=m.
Desde que πn◦ h es continua para cada n ≥ m, tenemos que h es
continua. (Teorema 1.1.9,[5]).
Sea ahora la funcio´n g :
∞∏
n=m
Xn −→ Sm tal que g((xn)
∞
n=m) = (yn)
∞
n=1,
donde yn = xn si n ≥ m , yn = f
m
n (Xm) si n < m.
Desde que πn◦ g es continuo para cada n ∈ N, por (Teorema 1.1.9, [5])
, g resulta ser continua.
Observamos que g ◦ h = 1Sm y h ◦ g = 1 ∞∏
n=1
Xn
, entonces h es biyectiva.
Por tanto, h es un homeomorfismo y por consiguiente Sm y
∞∏
n=1
Xn son
homeomorfos.
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(b) Por definicio´n Sm+1 ⊂ Sm para cada m ∈ N.
Por la parte (a) cada Sm es un espacio me´trico compacto (Teorema
1.1.11, [5]). Obviamente X∞ =
∞⋂
m=1
Sm.
(c) Esta parte se desprende de (b) y del (Teorema 1.7.2, [5]).
En efecto, por (b), X∞ =
∞⋂
m=1
Sm y tenemos que X∞ es un continuo.
3.3. Segunda Aplicacio´n
Observacio´n 3.3. Otra aplicacio´n de las sucesiones dobles se presenta cuan-
do probamos que el l´ımite inverso X∞ es un continuo indescomponible. Con
esta finalidad primero definiremos el compacto de sucesio´n inversa indescom-
ponible.
Definicio´n 3.5. Sea
{Xn, f
n+1
n } : una sucesio´n inversa de continuos y funciones atadura.
Entonces,
{Xn, f
n+1
n } se llama una sucesio´n inversa indescomponible, siempre
que para cada n ∈ N, An+1 y Bn+1 son subcontinuos de Xn+1 tales que
Xn+1 = An+1 ∪ Bn+1
y tenemos que
fn+1n (An+1) = Xn
o bien
fn+1n (Bn+1) = Xn.
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Proposicio´n 3.2. Sean
{Xn, f
n+1
n } : una sucesio´n inversa indescomponible.
X∞ : l´ımite inverso de la sucesio´n dada.
Entonces, X∞ es un continuo indescomponible.
Demostracio´n
Por la Proposicio´n 3.1 el l´ımite inverso X∞ es un continuo.
Vamos a suponer ahora que X∞ es un continuo descomponible.
Entonces existen dos subcontinuos propios A y B de X∞ tal X∞ = A ∪ B.
Por proposicio´n(2.1.15, [5]) existe n ∈ N tal que si m ≥ n, entonces fm(A) 6=
Xm y fm(B) 6= Xm.
Desde que por definicio´n las funciones continuas atadura, fn+1n son suryec-
tivas, las funciones continuas proyeccio´n son tambie´n suryectivas.
En consecuencia,
Xn+2 = fn+2(X∞) = fn+2(A) ∪ fn+2(B).
Esto implica que
Xn+1 = f
n+2
n+1 (Xn+2) =
(
fn+2n+1 ◦ fn+2
)
(A)
⋃(
fn+2n+1 ◦ fn+2
)
(B)
Por hipo´tesis tenemos que(
fn+2n+1 ◦ fn+2
)
(A) = Xn+1
o bien(
fn+2n+1 ◦ fn+2
)
(B) = Xn+1.
Pero esto contradice la eleccio´n de n.
Por lo tanto, esta contradiccio´n se debe a la falsedad de la hipo´tesis auxi-
liar, hemos supuesto que el l´ımite inverso X∞ es un continuo descomponible.
Por lo tanto X∞ es un continuo indescomponible.
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3.4. Tercera Aplicacio´n
Observacio´n 3.4. Una tercera aplicacio´n de las sucesiones dobles es a la
topolog´ıa general, en los continuos casi enrejados y continuos enrejados. Ve-
remos a continuacio´n la definicio´n de estos conceptos.
Definicio´n 3.6. Una gra´fica es una estructura formada por un conjunto no
vac´ıo V cuyos elementos son llamados ve´rtices y un conjunto E de pares no
ordenados de ve´rtices llamadas aristas. Por comodidad una arista (u, v) sera´
denotada por uv.
Una gra´fica se puede representar geome´tricamente mediante un dibujo en
el cual los ve´rtices son puntos y las aristas son l´ıneas que conectan a los
puntos. Si el nu´mero de ve´rtices y de aristas del gra´fico es punto, se dice que
el gra´fico es finito.
Ejemplo.
Sea la gra´fica G definida por el conjunto de ve´rtices
V = {v1, v2, v3, v4}
y por el conjunto de aristas
A = {v1v2, v2v3, v3v4, v4v1}
G es una gra´fica finita.
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Definicio´n 3.7. Sean
X : un continuo
G(X) = {x ∈ X | x tiene una vecindad G en X tal que G es una
gra´fica finita }
P(X) = X − G(X)
Entonces,
(a) X se llama continuo casi enrejado si G(X) es denso en X, esto es,
G(X) = X
(b) Un continuo casi enrejado X se llama continuo enrejado, si X tiene
una base de vecindades B tal que para cada V ∈ B si verifica que
V − P(X) es conexo.
Ejemplo 3.1. El continuo del siguiente gra´fico se construye de la siguiente
manera :
Tomamos el conjunto
X = ([−1, 1]× {0})
⋃( ⋃
n∈N
(
{
1
n
×
[
0,
1
n
]))
X provisto con la topolog´ıa usual, τus, de R
2 es un continuo. En este continuo
X se tiene que
P(X) = {(0, 0)}
El continuo X es casi enrejado, pero no es continuo enrejado, pues si toma-
mos cualquier abierto V ⊂ X tal que (0, 0) ∈ V , verifica que V − P(X) no
es conexo.
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CONTINUO CASI ENREJADO NO ES ENREJADO
Ejemplo 3.2. La siguiente figura representa un continuo enrejado
CONTINUO ENREJADO
El continuo del gra´fico se construye del siguiente modo.
Para cada n ∈ N consideramos los conjuntos
An = {(x, 2
−n+1) ∈ R2 / 0 ≤ x ≤ 1}
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A0 = {(x, 0) ∈ R
2 / 0 ≤ x ≤ 1}
Ahora consideramos los conjuntos
Bn,m = {(m2
−n−1, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ 2−n}
para cada n ∈ N ∪ {0} y cada entero m tal que 0 ≤ m ≤ 2n+1.
Luego, consideramos
X =
(
∞⋃
n=0
An
)⋃( ∞⋃
n=0
(
2n+1⋃
m=0
Bn,m
))
X es un continuo enrejado. En este espacio tenemos
P(X) = A0
G(X) = X − A0 = X − P(X)
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